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In order to estimate the frequency and DOA of an inc ident signal with sub-Nyquist spatio-temporal sampling, 

A novel jo int estimation algorithm based on spectrum correction and Chinese remainder theorem (CRT) was proposed. 

Firstly, the incident s ignal was parallelly sampled at multip le sensors non-uniformly located in a sparse linear array. Then, 

AM spectrum corrector was employed to extract the rema       of frequency and phase-difference from a small quantity 

of snapshots. Finally, implementing the close-form CRT on these remainders directly yields the estimates of frequency 

and DOA. In the proposed scheme, the spectrum corrector was shared by both the frequency estimator and the DOA es-

timator, which contributed to a high utilization of the snapshots. Furthermore, compared to the existing CRT based esti-

mators, the proposed estimator needs not to incorporate multip le times of temporal undersampling on a s ingle sensor, 

which saves considerab le time consumption and thus obtain high   ability of tracking time-variant objects. Simulations 

verify the feasib ility and the high-accuracy of the proposed joint estimator and further study shows that high reconstruc-

tion probability can be realized even in low SNR cases, which present the vast potential for future development.
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：针对时—空欠采样下入射信号的频率和波达方向 估计问题，提出基于谱校正和中国余数定理的联

合估计算法。首先利用稀疏分布的传感器阵元构造非均匀线阵，然后对入射信号做多路并行欠采样；借助 估

计器，该算法仅耗费少量样本即可获得精确频率和相位差余数，再结合闭式中国余数定理分别得到频率和

估计值。由于谱校正结果可以同时为频率估计器和 估计器所利用，因而该算法的样本利用率高。此外，与

现有基于中国余数定理的频率估计法相比，该估计器无需对源信号做多次欠采样，耗时更短，更适用于快速时变

目标的估计。仿真结果验证了联合估计算法的有效性和高精度，而且该算法在低信噪比情况下亦可达到很高的成

功检测率，具有广阔的应用前景。

：波达方向；频率估计；欠采样；中国余数定理

： ：

空间入射信号的频率和波达方向

估计是阵列信号处理的研究热点，在

声纳、雷达、电子战等领域应用广泛 。经典的空

间谱估计算法包括 和 算法，通过

对其进行研究拓展，学者们相继提出了其改进版本

并实现了信号频率和 的联合估计 。然而这

些方法都需要耗费较大的运算量，而且其理论前提

要求信号在空域和时域的采样均满足奈奎斯特定

： ； ：
：黄翔东，
：国家自然科学基金资助项目

时—空欠采样下的频率和 联合估计算法
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理，这个条件对一些实际工程应用而言却是比较苛

刻的。如在电子战中工作信号往往分布在很宽的频

段范围 ，为满足采样定理的相邻阵元

间距不得大于信号半波长的条件，需要将阵元密集

布置，这不仅给硬件安装带来困难，而且容易引起

信号在相邻阵元间的互耦，从而降低测算精度。此

外，对时域采样而言，奈奎斯特定理要求采样速率

大于待测信号最高频率的 倍，这对模数转换器

以及后端数据处理

器的性能提出了苛刻的要求，增大了硬件成本和工

程实现的难度。因此，寻求一种适用于时—空欠采

样情况的参数联合估计方法，突破阵元间距的限制

并有效地降低采样速率具有重要意义。

欠采样情况下的频率和 联合估计研究最

早见于文献 ， 提出将 的机载

雷达宽频信号划分为 的子带，再结合

算法综合处理得到估计结果；然而该方法需要给每

个阵元配备滤波器组和混频器，硬件成本较高。近

年提出的压缩感知（ ）理论

利用信号的稀疏特性，采用非自适应的随机投影来

保持信号的原始结构信息，可在欠采样条件下通过

稀疏重建方法恢复出原始信号。针对宽频段内

估计问题，文献 基于 理论提出一种二维

估计算法，可测量出多个窄带信号的频率、方位角

和俯仰角，然而该算法仍需要满足阵元间距不大于

半波长的条件。近年来，互素谱

理论也被应用于阵列信号处理领域，然而目前基于

互素谱的方法只能实现欠采样下的频率或 的

单一参数测量，无法实现两者的联合估计 。由

中国余数定理 可

知，若一个正整数不大于一组两两互质的整数的最

小公倍数，那么该整数可以由其取模运算后的余数

唯一确定。利用 的这种重构特性，可以解决欠

采样引起的一系列解模糊问题。如文献 提出一种

顽健的 算法并将其应用于复指数信号的频率

估计，通过多路采样的方法大大降低了采样速率；

然而该算法的重构过程需进行多次二维搜索，同时

要求每一路样本的 点数必须等于采样速率值，

因而频率分辨率只能精确到 ，且当样本较少时

额外耗费了运算量。为了避免多余搜索，文献 提

出了一种顽健的闭式 算法，并在文献 中将其

用于欠采样下信号频率的估计。文献 通过把

频率估计器 与闭式 算法相结合，将

基于 的频率估计从复指数信号推广到实数余

弦信号，同时有效降低了运算量，然而该算法估计精

度受信号频偏影响较大；文献 论证了将 应用

于时域和空间欠采样下 估计的可行性，为后续

进一步做研究拓展（如本文涉及的空域阵列结构和时

域采样优化）奠定了基础，然而文献 在测频时是

利用单个阵元做多次时域欠采样实现的，耗时较长，

不适用于时变目标检测场合；此外，文献 中的频

率测量和 测量是分开进行的，无法从同一组样

本数据中得到目标参数的联合估计。

本文提出一种基于闭式 和 估计器 由

和 在文献 中提出 的参数联

合估计算法，该算法仅需利用稀疏线阵对信号进行

欠采样、对获得的少量样本做 、 频率及相位

校正、 重构等综合处理，即可实现频率和

的高精度联合估计。为提高频率估计精度和消除频

偏敏感性，本方案引入 估计器来获取各阵元信

号的频率余数，结合 获得频率估计，并推导出

了频率测量方差的理论表达式。此外，在文献

的基础上，本文设计出了更灵活的阵列布置方案和

具体的信号相位差提取方法，并探究了阵列稀疏性

和算法顽健性的关系。本文算法仅需对各阵元信号做

一次并行欠采样，其谱校正结果可同时为频率估计器

和 估计器所利用，即处理同一组样本数据便可

获得目标参数的联合估计结果，相比于文献 算法，

更能胜任于时变目标估计场合。仿真结果验证了本文

算法的高精度性能和对噪声的顽健性。

如图 所示，考虑由 个传感器阵元组成

的非均匀线阵，对于远场信号，其到达各阵元的波

图 稀疏阵列模型
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前可视为平面波。不失一般性，将远场信号表示为

以下单频复指数形式

其中， 和 分别为幅度和频率， 表示信号的初

相位。令 表示电磁波传播速度，则信号频率和波

长满足 。考虑噪声和信号在阵列上的相移，

第 个阵元接收到的信号可以表示为

其中， 为信号到达阵元 时的初相位， 为高

斯白噪声。从某一时刻开始， 个阵元（分别对应
的采样速率）对信号并行进行欠采样得到

路样本序列，若每路采集 个样本，则阵元 对应

的样本序列为

在本文提出的算法中，采样速率远小于信号频
率，即 ，属于时域欠采样的情况。

此外，图 中相邻阵元的间距 均大于信号

波长的 ，对应于阵元稀疏布置情况。由于不满足

采样定理，时间欠采样和空间欠采样分别会引起频

谱和相位的模糊问题，这些问题可由第 节和第

节介绍的重构方法来解决。

由于采样速率远小于信号频率 即 ，对

路样本序列做 ，用 表示由 谱峰搜索

得到的谱峰值位置，则 可表示为

其中， 为非负整数 亦称为模糊倍数 ， 为未知

小数 亦称为频偏值 且满足 ≤ 。式 可以进

一步转化为以下 模型

其中， 对应 中的被除数 ， 对应模数 ，

而 重构所需的余数为

根据文献 ，闭式顽健 要求模数组
具有最大公约数 ，且除以 后的结果

两两互质。定义 为 关于 的模逆，

即满足

非负实数 可由以下闭式顽健 重构算法

求出。
从余数组 中计算中间变量

≤ ≤

其中， 表示取整运算。

计算中间变量

≤ ≤

计算第一个模糊倍数

其中， 是 关于 的模逆， 为中间变量且

。

计算其余的模糊倍数

≤ ≤

重构

由文献 可知，闭式 的重构范围为

≤

其中， 表示取最小公倍数。实际应用中，可

根据工程需求的频率测量范围，选择满足式
的 和互质整数组 ，进而确定各阵元的采

样速率

传统 对余数误差敏感，余数存在微小的误

差都会导致重构失败，闭式顽健 克服了这一缺

陷，将其精确重构所允许的余数误差上限放宽到模

5 DOA 23
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数组最大公约数的 ，即

其中， 表示实际测量的带误差的余数。对每一路

样本， 的频率分辨率 固定，当信噪比

不太低时， 的值可直接通过 谱峰搜索得到。

由 式 可 知 ， 假 设 为 准 确 值 ， 余 数

的误差完全取决于频偏值 的测量

误差。文献 中的算法直接舍去了小数部分 ，采

用将各路 点数设置为该路采样速率的值 样本

长度不够时在末端补零 的办法，因而其频率估计值
只能精确到 ；此外，当样本数较少时，大

点数的 造成了运算的浪费，这与实际应用中布

置低功耗低成本的传感器阵列的需求相悖。若减小

的点数，又会因“栅栏效应”而增大余数的误

差，甚至导致 重构失败。

在一些实际应用中，当目标高速移动或环境较

恶劣时，阵列的采样时间很短，往往只能捕捉到少

量样本。若能在样本数 的值较小时精确估算出
，则既可降低运算量（令 点数为 而非 ），

又能克服“栅栏效应”的影响，从而提高估计精度。

文献 通过引入 估计器对 结果进行

校正，突破了频率分辨率受 点数的限制。然

而对于不同的频偏值， 估计器的性能差异

较大 。显然，由于阵元的采样速率各异，信号在
各阵元上的频偏 也各不相同，这会影响频率

估计精度。文献 提出的 估计器克服了频偏

敏感性，仅需 次迭代即可得到精确的频偏估计值。

本文算法利用 估计器来提取精确的余数信息，

进而结合闭式 实现高精度的频率估计，算法流

程如下。
对 路样本做 点 ，即

，并通过谱峰搜索得到峰

值位置 。

对第 路样本，初始化频偏值 ，

按以下步骤计算得第 个迭代值

其中， 表示取实部。

对每一路样本按步骤 进行处理 迭代

次以上估计值可视为收敛 ，得到 个频偏估计值

。

将 、 代入式 则可得到校正后的

频率余数估计值 。

将参数 代入闭式顽健

，得频率估计值 。

已知频率估计的克拉美罗界

其中， 为采样速率， ， 为噪声

方差。文献 指出，对于任意频偏情况， 估计

器的频率估计方差仅为 的 倍。当

时，各路频率余数估计值的方差可近似为

由于各阵元的采样相对独立 即各频率余数不

相关 ，则由 算法流程可知，最终频率估计值

等于多路估计值的平均，故可推出 的理论方差表

达式为

由式 可知 ，当确定模数组最大公约

数 后，采样速率 取决于 的取值。由式 得

为了降低对阵元采样性能的要求，在满足式

的前提下， 应通过合理的取值使 尽

量小。把式 代入式 ，得

由式 可看出，当信噪比、阵元数、样本数

及模数组最大公约数 固定时，频率估计方差随

增加而变大。经过简单推导得知，在
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接近的情况下， 的值分布越紧凑， 越

小，因此，在工程应用中 可在质数表中选取

相邻的 个值，且质数组的连乘积应为满足式
的最小值。采样速率 接近有利于在实际应用

中布置性能相当的阵元，减少阵元间的差异性，降
低工程布置难度；同时，由于 接近，各阵元

采集 个样本的耗时几乎相同，防止出现因某一个

阵元耗时过长带来的不良影响。

由图 所示的阵列结构，不难推出在某一时刻

阵元 和阵元 的接收信号相位差为

其中， 为信号的入射角 即 。当阵元间距

大于入射信号半波长时， 会产生以 为单位的

模糊，即

其中， 为模糊倍数， 为理想的相位差测量值。

结合式 和式 ，有

将式 两边同时乘以参数 ，得

其中， 和 的定义如下

其中， 为非负常数， 为正整数， 两

两互质。将式 等号左边用 表示，即

分别定义模 和相位差余数 为

则式 可以转化为以下 模型

从上文推导得知， 为计算过程所需的中间变

量，式 中的 对应 的模数组 的

最大公约数，其取值与 估计算法的性能无关，
故可将 设为任意正整数。把相应的参数代入

节中的闭式 按步骤求解，则可重构出被除数
，进而 的值可由下式得

其中， 可由 节中的频率估计结果得到。

由 节的推导过程不难看出，影响 估计
精度的因素有 个：频率估计 和余数 的误差。

其中，频率估计的误差分析已在 节给出；余数
的误差主要来自相位差 的测量误差，其中各阵

元信号的初相位可由 估计器进行相位校正得

到，方法如下。

按 节中给出的算法得到 个归一

化频偏估计值 。

对第 路样本，获取 谱峰位置对
应的相位 ，则阵元 上的接收信号初相位 可由

以下公式校正得到 推导过程见文献

计算阵元 和阵元 的相位差

其中， 表示模除操作，这里是为了保证

余数的非负性。

下面讨论阵列的参数设置依据以及稀疏性与
顽健性的关系。用 表示实际测量的相位差，

表示测量误差，即

用 表示带误差的余数，则由式 得

把式 和式 代入式 给出的余数误差

上限公式，有
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把式 代入式 并化简，得

当相位差测量误差满足式 的条件时，即可

成功重构出 的值。

由式 给出的 重构范围并将式 和式

代入，易推得非负常数 的取值范围

≤

若给定系统的频率 的测量范围为 ， ，

信号入射角 在 ， 内分布，经简单推算可得

由式 可知，相邻阵元间距 由参数 和质

数组 共同决定。由于包含质数相乘项，

故 可以远大于信号的半波长。实际应用中，一旦

给定频率和 的测量范围，参数 可以在式

给出的范围内根据实际需求选取，从而实现阵列间
距的灵活调节。参数 确定后， 取值越

大阵列越稀疏，而由式 可知，算法对相位差误

差的容错性越小，这体现了阵列的稀疏性与系统顽

健性的矛盾，具体参数的设置可根据实际需求进行

权衡。

仿真实验参数设置如下。
设定阵元数 ，采样速率分别为 ，

， 对应 参数 ，

，由式 可知系统可测

的最大频率 为 ；显然，采样速率

比 低了 个数量级，属于时域欠采样情况。

考虑信号入射角 的分布范围为 ，设

置参数 ，由于测频上限 为 ，

则根据式 有 ，在本实验中设

置 ，满足要求。由于阵元数 ，设置互
质组参数 ，则由式 可确定相邻

阵元的间距分别为 （ 表示

第 与 个阵元的间距，如图 所示。当信号频
率取测量范围内的最大值 时对应的波长最小，

此时 波长约为 ，小于阵列最小间距，因此

仿真实验构造的阵列是稀疏的，属于空间欠采样情

况。
在本节的实验中，分别用检测概率 和均方根

误差 对算法的抗噪

性以及参数估计精度进行考量，并将本文算法与

文献 提出的方法 点数取采样速率的值 和

文献 提出的采用 谱校正的方法进行比

较。假设各阵元接收特性相同且相互独立，每个阵

元上采集的样本数 ，噪声为零均值的高斯白

噪声，在每个 条件下进行 次

实验。

首先单独考察时域欠采样下频率估计
的抗噪性能。每次实验中，固定入射角 ，

频率 随机地从 到 间均匀选取。若频率估计

值 满足 ，则视为检测成功，否则

视为失败。图 给出了检测概率随 变化的曲线，

从图中可以看出，采用 谱校正的曲线与

谱校正的曲线几乎重合，证明两者的抗噪性能相

近，当 时均能达到 的检测概率。

另外可看出，在 点数低 个数量级的情况下，

采用本文算法得到的检测概率曲线仅比文献 方

法得到的曲线右移约 。

图 频率检测概率

为验证联合估计算法的参数估计精
度，将入射信号的频率固定为 ，

入射角固定为 ，其他参数与仿真 保持不
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变。图 和图 分别给出了频率估计和 估计

的 变化曲线。从图 可看出，在低信噪比情

况下 ，基于 谱校正的方法与文

献 方法相比，其频率估计精度略低；随着

提高，前者的估计值趋向于真实值，而后者因频率
分辨率固定为 ，其结果存在 的偏差

无法估计出 的小数部分 。而本文提出的基于

校正的算法在各信噪比情况下均表现出良好的

性能，且实验结果与前文推导得到的理论均方误差

对式 取平方根 相吻合。

图 给出的是基于谱校正和 的 估计算

法的 曲线 由于文献 的算法仅针对频率估

计，本仿真只引入基于 谱校正的方法与本文

算法进行对比。从图 中可看出，当 时，

两者的 估计误差均可控制在 以内，其中，

本文算法得到的 曲线在整个 变化区域均

低于基于 谱校正方法的曲线，这是因为

谱估计器消除了 估计对入射信号的频偏敏感

性，故其具有更高的参数估计精度。

图 频率估计的均方根误差

图 估计的均方根误差

最后验证本文 估计算法的顽健
性与阵列稀疏性的关系，在阵元间距 分别为

、 和 对应质
数组 分别为 、 和 种

情况下进行对比仿真。每次实验中，入射角 随机

地从 间均匀选取，其他参数与仿真 一致。

若 估计值 满足 ，则认为检测成

功，否则视为失败。图 给出了检测概率随 变

化的曲线，从图中可以看出，本文提出的 估

计算法适用于不同的阵列稀疏情况，即使在最稀疏

的情况下（对应“ ”标注的曲线），当 时

也能达到 的检测概率；此外，阵列越稀疏，

对应的检测概率曲线越往右移，这是因为质数组取

值越大 的余数容差范围越小，导致低信噪比条
件下模糊倍数 出现估计错误进而导致重构失败，

符合 节的讨论。

图 的检测概率

本文提出了一种时—空欠采样下入射信号的

频率和 联合估计算法，并给出了详细的阵列

模型构建、联合估计算法过程以及估计结果的性能

分析。由于本文算法借助 谱校正器解决了低点

数 下的余数各阵元的频率余数和阵元间的相位

差余数估计精度问题，且无需对同一阵元做多次欠

采样，从而相比于文献 算法更适合于时变目标跟

踪场合。仿真实验表明，本文提出的方法不仅克服了

以往基于 频率估计法的分辨率限制，同时又兼

顾了低运算量和高估计精度的优点，尤其适用于雷

达、无线通信等工作频率较高且对测量实时性、硬件

配置有苛刻要求的场合，具有较广泛的应用前景。
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另外，本文算法是针对单目标的时空欠采样的

入射信号的频率和 联合估计，对于多目标的

联合估计，需解决各目标的频率余数和 余数

的配对问题 文献 没有给出具体方案 ，因篇幅所

限，笔者将另文对该问题做详述。

孙晓颖 陈建 林琳 基于时空处理的频率与二维 联合估计

算法 通信学报
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号的频率估计 物理学报
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